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ObyueHne
ypes 3agaun

Omkwsc om ,,Cucmema om 3agauu
8 obyuenuemo no mamemamuka*

MNetsa AceHoBa
MapuH MapuHoB

HoB Gbnrapckn yHmBepcuteT

1. Illo e cucmema om 3agayu

3agauume uepasm Bazkna poas 6 obyuenuemo. Te mo-
2am ga ce paszaekgam B gBa acnekma: kamo uea Ha oGyue-
Huemo u kamo cpegcmBo 3a oGyuenue. IIppBusam acnekm e
HacoueH kbm oBragsiBane Ha memogu 3a pewaBane Ha kaacobBe
3agauu. Bmopusm acnekm ce omnuacsa go usnoasBane na 3aga-
yume kamo Memog 3a obyueHue.

Ta3zu cmamusda e nocBemena Ha Bmopus acnekm.

Oo6yueHue, koemo ce ocvrwecmBaBa ¢ nomowma Ha 3a-
gauu, usuckBa cneuuasnno paspabomena cucmema. Paszpabom-
Banemo Ha cucmema om 3agauu e Bwvnpoc, pasesekgan B us-
caegBaHusima Ha peguua Mamemamuuu om pyckama wkoaa
no Memoguka Ha oGyuenuemo no mamemamuka. TakuBa ca
padomume na Dalinger V. A. (Dalinger, 1982), Kolyagin Y. M.
(Kolyagin, 1977), Muravin K. S. (Muravin, 1966), Sarantsev
G. S. (Sarantsev, 1982), Suvorova S. V. (Suvorova, 1982) u gp.
B Bpazapua memama nHamMupa ompazkeHue 6 u3scaegBanusma
Ha Asenova P. (Asenova, 1990), Dureva D. (Dureva, 2001), Garov
K. (Garov, 2004; Garov, 2006; Garov, 2010), u gp.

Tyk we BB3npuemeM caegHOmMO onpegeaeHue 3a cucme-
Mma om 3agauwu:. moba e memoguuecku obocnobara cwvBkyn-
Hocm om 3agauu, koamo ocuzypaba nocmuzare Ha NAGHUPAHL
pesyamamu 8 o6yueruemo.

Besaka 3agaua om cucmemama Hocu onpegeseHa UHGOpP-
mauusd, cBbpp3aHa ¢ uzyuaBanus meopemuuyeH Mamepuaa, uma
onpegeaeHo MAcmo u poasa (Kolyagin, 1977). 3agauume 8 cuc-
memama ce nogpezkgam no npuiuuna om npocmo ksm caozkno
(Asenova, 1990; Dalinger, 1982; Kolyagin, 1977). 3agauume 8
cucmemama mpsa66a ga ca pasHoo6pazHu no mun u ga cno-
cobcmBam 3a dopmMupaHe Ha 3HAHUA U yMEHUS HA pasAudHU
paBnuwa na ycBosBane (Asenova, 1990), (Dalinger, 1982). 3a-
gauume mps66a ga ca gocmambuHO 3a pabomama 8 kaac u
caMocmosgmeAHama paboma y goma. Cucmemama om 3agauu
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ocueypsaBa Bcuuku emanu na ycBosBane na 3nanuemo — 6b-
Beskgane na noBomo yue6Ho cbgbpzZkanue, nezoBomo 3am-
B8bpkgaBane u npusacane Ha pasauuHu paBHuwa (Asenova,
1990; Dalinger, 1982).

Bagavume 3a 6v6eskgane na nobo yuedbHo crgbpxkanue
usnbAHABam paszauunu ¢ynkuuu: momuBupane na usyuaBa-
Homo HoBo crgbpZkanue, paskpuBane na neeoBama cpwHOCM
(cpwecmBenu cBolicmBa), BwvBeskgane nHa mepmunu, om-
kposaBane Ha nocaegoBameanocm om cmbnku 3a gelicmBue
(8 meopemuueH u onepauuoHaseH naan) (Asenova, 1990).

Bagauume 3a samBspikgabane cnocobcmbBam 3a 0CH3-
Hamocm u mpailinocm Ha BvBegeHume 3HaHuA. Te ompadom-
Bam chpwecmBeHume npuszHauu Ha NOHAMUSAMA U aA2OpUM-
Mume 3a geticmBue.

Bagauume 3a npusokerue Ha usyuaBanusa Mamepuaa
ca Bazkna memoguuecka cmbnka. 3HaHuama ce cuumam yc-
Boenu, kozamo obyuaemume ca €cnocobGHU ga 2u npusazam.
ITog6opsm Ha 3agauume myk e nacouen kbM pasbupane Ha
2paHuuume Ha npuaozkumocm Ha usyuaBanume obekmu, kbm
paskpuBane na BempewHonpegmemnume Bpws3ku u Bpw3ku-
me kbM gpyeu cucmemu om obekmu. 3agauume paskpuBam
npuaozkenus Ha pasauvHu paBHuwa Ha caozkHocm — om pe-
npogykuusa go npuaozkenue 8 cmangapmHu u HecmaHgapmHu
cumyauuu (Asenova, 1990).

IIpu npoekmupane Ha cucmemama om 3agauu ca ue-
AecbO0Opa3HU cAegHUmME emanu:

— ga ce onpegeAasm ueama u ouakBanume pesyamamu,
koumo we popmupa cucmemama, u ycaoBuama 3a mAXHOMO
nocmuease;

— ga ce nogbepam nogxogAawu 3agauu, kamo ce cbOA0-
gaBam uzaoXkenume no-zope npuHuuNU;

— ga ce ocMmucagm Memoguueckume noxBamu 3a us-
noa3BaHe Ha cucmeMama om 3agavyu — Ope2aHu3ayus, U3NoA3-
Banu memogu u cpegcmBa 3a obyuenue (Asenova, 1990).

Dalinger V. A. 8katouBa u cucmema om 3agauu Bmopo
paBruwe. Toli a pazeasezkga kamo o6o6waBawa cucmema 3a
gageH yueGen npegmem (Dalinger, 1982). Asenova P. pazeaek-
ga cucmemMume om 3agauu kamo memamuuHu, 0606waBauwu
3a meMamuueH pasgeA U o6o06waBawu no npegmema (dpue. 1).
ToBa pasgeaenue e ecmecmBeHo 3a cmpykmypama Ha yueo-
Homo cbkgbpZkanue no gageH npegmem (Asenova, 1990).

(06o6mena crcreMa

0T 3a/1a4K Il aso

CiicteMa 0T 3a5a4m CrcTeMa 0T 3a7aun I
HIBO
10 paszien 00 paszien
Crictema o7 3a1aqn Cuicrema ot 3a a1 Crctema 0T 38,1891
110 TeMa TI0 TeMa 10 TeMa Lmeo

@ueypa 1. Cmpykmypa na cucmema om 3agauu
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Cp3gaBanemo na cucmema om 3agauu He e egHokpameH akm. Cucmemama ce ycbB8bpuen-
cmBa nenpeknscHamo cnopeg oopamuama Bpsb3ka om Helinomo u3noa3Bane u HUBomo Ha yueHuuu-
me, 3a koumo e npegnasnauena.

2. IIpoekmupane Ha cucmema om 3agauu

ITTe uatocmpupame cb3gaBanemo Ha cucmema om 3agauyu Ha npumMepa Ha memama CeueHue
Ha mHozocmen ¢ paBruna 3a XI kaac, cBo6ogrousoupaema nogzomobka (CHUII). ToBa e cucmema om
3agauu nbpBo pabruwe.

IITe npoekmupame cucmemama, kamo onpegeaum Helinume ocHoBHU napamempu: uea, ouak-
BaHu pesyamamu, nog6op Ha 3agauume, Memogu u cpegcmBa 3a usnoasBane.

ITeA: obyuaeMume ga ce Hayuam ga nocmposBam ceueHUs Ha MHO2OCMEH ¢ paBHuna.

OuakBanu pesyamamu:

— ga pasbupam nonamuama: cekywa paBuuna, ceuenue Ha MHo20cmeH ¢ paBHuna, caega;

— ga 3Hasm aAzopumbMa 3a nocmposBane Ha ceueHue HA MHO2OCMEH ¢ paBHuHa no Memoga
Ha cAegama U ga ymesm ga 20 npuaazam nhpu pewaBane Ha 3agauu;

— ga u3noa3zBam gonbAHUMEAHU NOMOWHU cevyeHusd 3a nocmposABane Ha ceueHUs.

YcaoBusa na usnonsBane Ha cucmeMama om 3agauu

IIpegBapumeanume 3nanus, koumo umam obyuaemume u Ha koumo ce pasuuma, ca: MHO-
2ocmen, BugoBe MHOZOocmeHnu, paBHuHa, pa3AUYHU HAYUHU 3a onpegeAsHe Ha paBHuHa, npecevyHUUU
Ha gBe paBnunu. O6yuaemume umMam 6a306u 3HaHUA U yMeHUd 3a u3uucAsgBane u nocmpoeHus No
cmepeoMempusa om 3agbAzkumesaHama nogzomoBka, a Hsakou om msax mozam ga umam no-Bucoka
cmeneH Ha Baageene om npodusupanama nogzomoBka.

Memogu u cpegcm6a

IIpenopswuBa ce ga ce u3noaszBa kommiombpHa cucmema 3a Busyasuszauus u aHumMayusd Ha
ceuenuama kamo Geogebra, Halomda, Wolfram Mathematica u gp. B nacmoswama paspabomka ce
usnoasBa Wolfram Mathematica. Busyaauzauyuama u anumauusama ca cpegcmBo ga ce geMoHCmMpu-
pam u aHaauszupam eseMenmume Ha o6ekmu 68 mpumepro npocmpatncmBo, ga ce npocaegsaBa nocae-
goBameanocmma Ha nocmposBanemo Ha ceuyeHud. JleMoHcmpauuume ce cbnbmcmBam om anasus
u guckycusa. KomniombsprHume cucmemu ce uznoa3Bam kamo nomowno cpegemBo 3a gemoncmpauus,
nognomazauwo no-go6po paszdupaHe Ha chWHOCMMA Ha Memogume 3a nocmposBaHne Ha ceueHus U
npocaegaBane Ha nocaegoBameaHocmma Ha caMomo nocmposBane. O6yuaemume npusazam Hay-
yeHOmo 3a nocmposBane Ha ceueHusa B6BB BapuamubHu cumyauuu, noa3Baiiku mpaguuuoHHU cpeg-
cmBa. ITo mo3u nauun ce npegusBukBa no-zoaama akmuBnocm 6 npoueca Ha obyueHue U NO-20ASMO
pasoupane Ha ycBoaBanua mamepuaa.

3. Ilog6op Ha 3agayume u u3snoas3Bane Ha cucmemama om 3agavyu

3agaua 1. lagen e mempaegbp ABCD .

a) Onuweme B3aumMnomo pasnosoXkenue Ha HezoBume BbpxoBe, pp60Be U cmenu.

6) Heka o e paBuuna, ycnopegna na ocnoBama ABC. Kak ce npomensa ceueHuemo Ha
mempaegspa ABCD ¢ paBuunama «, koeamo «
ce gBuzku om ocnoBama kwvm Bbpxa? t PoA Y —

3agauama e nogxogAawa ga ce NpunoMHu

B3aumMno noaozkenue na mouku, npaBu u paBaunu
68 npocmpancmBomo. Cucmemama Mathematica
nosBoasba mempaegbpbm ABCD ga ce 3a8bpma
8 pasauunu noaozkenus, 3a ga ce ozaega om pas- )
AUYHU nocoku pasnosozkenuemo Ha ereMeHmMume
mouku, npaBu, paBaunu. Ynpaknenuemo e noaes-
HO 3a pasBuBane Ha opuenmauus 6 mpumepHO
npocmpancmBo. Bmopama uacm Ha 3agauama
gaBa B®3mozknocm ga ce BbBegam ocHoBrume
3a memama nonamus cekywa paBhuna u ceue-
HUe Ha MHo2ocmeH c paBnuna. l3snoasBanemo
Ha anumauus (Buk anumauusa 1) nosBoasBa ga
ce npocaegu npoMsgHama Ha ceueHuemo, kozamo
cekywama paBuuna o ce gBuku om ocnoBama
ABC kbMm Bwpxa D.

Arnumayusa 1. Anumavusma gemMoHCmMpPU-
pa cevenusma f, = ABCD(a,, 0<t<1, ksge-
mo paBHuHume ¢, ca ycnopegHu Ha paBnuna-
ma (ABC), ¢, cwBnaga ¢ paBuunama (ABC)

u mpancaupatiku ce, cmuea go ¢«;, 3a koamo @ueypa 2. Ceuenue Ha mempaegbp
moukama D e eguncmBenama U o6wa mouka ¢ paBHuna, ycnopegHa Ha ocHoBama
¢ ABCD. (3agaua 1)
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Anumauusma gemoncmpupa, ye 3a 0<t<1 ceuenuemo f,=ABCD()@, e mpusenanuk
E,FG,, npu koemo E;=A F,=B u D G,=C (Buk due 2). C napacmbanemo na t om 0 go 1
moukama E, ce gBuku no pepomo AD u npu t=1 ceBnaga ¢ moukama D . Anaroeuuno mou-
kama F, ce gBuku no pepomo BD, a moukama G, ce gBuzku no pepomo CD u F,=D=G;,.
IToguepmaBa ce pakmbm, ue BbpxoBeme Ha ceueHuemo ca mouku om pbr6oBeme Ha mempaegbpa, a
cmpaHume Ha ceueHuemo ca omceuku, npuHagaezkawiu Ha cmeHume HAa mempaegbpa.

Hampynanusam onum om guckycuume Bbpxy 3agaua 1 u anumauus 1 nu gaBam Bw3mozknocm
ga npemuteMm kpM anaaus Ha 3agaua 2.

3agaua 2. Heka E e dukcupana mouka om cmenama ABD na mempaegwpa ABCD, a
paBununama a cbgbpka E u e ycnopegna na paBnunama (ABC). IITe nocmpoum ceueHuemo Ha
mempaegbpa ABCD c¢ paBununama «.

TeomempuuHusm ekcnepumMeHm, gemMoHcmpupaH ¢ aHumauusd 1, HacouBa kbm omeoBopa:
ABCDNea =E,FG, 3a makoBa t, 3a koemo E € E,F,. CowecmByBanemo na makoBa t e ecmecm-
Beno — anumauus 1 nokasa, ue omceukama E,F, npemunaBa npes Bcska mouka na cmenama ABD .
OcBen moBa pewenuemo HuU gaBa noBog ga ce npunoMHU CA€gHOMO.

Akcuoma 1. Ako gBe pasauuHu paBaunu umam gBe o6uu mouku, mo npaBama, onpegesena
om me3u mouku, e ceueHuemo Ha paBHuHume (npecevyHuua).

Teopema 1. Ako ycnopegnume paBuunu « u f ce npecekam ¢ mpema paBuuna y, mo
ceuenusma «(1y u B[y ca ycnopeguu npaBu.

Pewenue:

1) IoneXke ycnopegnume paBHuHuU « U (ABC) ce npecuuam ¢ paBHunama (ABD), mo
cnopeg meopema 1 npaBama (AB) e ycnopegna na npeceunuuama a =« (] ABD. ToBa gaBa 853-
mozZkHocm ga onpegeauM B paBhunama (ABD) npaBama a, kosamo cbgbpka moukama E u e
ycnopegHna Ha npaBama AB). O3nauaBame npeceuHume mouku Ha npaBama a c pb6oBeme Ha
mempaegbpa: m. S, =a(JAD um. S, =a(1BD (¢ue. 3).

2) YenopegHume paBHuHu ¢ U (ABC) ce npecuyam c¢ paBnunama (ACD U aHaA02UYHO Ha
1) yemanoBsaBame, ue npaBama (AC) e ycnopegna na npeceunuuama b=« () ACD . ToBa gaBa B53-
moZknocm ga onpegeaum 6 paBuunama (ACD) npaBama b, koamo cbgspZka m. S; u e ycnopegna
Ha npaBama (AC). OsnauaBame: m. S, =b(CD (Buk due. 3).

3) IIpaBama, onpegeaena om moukume u S;, e npeceunuua na paBHuHume o u (BCD).
ToBa e caegcmBue om akcuoma 1.

ToeaBa ceuenuemo Ha mempaegbpa ABCD u paBuunama o e mpusesanuk S;S,S; (Buk
due. 3).

IIpegcmaBenama B pewenuemo
Ha 3agauva 2 aoeuuecka koncmpykuusa ce * D
3amBbpZkgaBa cbc caegBawama 3agaua
3a camocmosmenHa paboma:

3agaua 3. Jlagen e mempaegsb-
ppm ABCD.

(a) Heka m. E € ABD , paBnunama
a|l(0 ) u Eeq,. a ce namepu ce-
uenuemo ¢, [1ABCD .

(6) Heka m. E € ABD, paBnuna-
ma a, ||(BCD) u E€a,. [la ce namepu
a, N ABCD .

(6) Heka m.E € AB, paBuunama
o, |(ACD) u E €a,. Ja ce namepu
o, (VABCD .

(2 ) Heka m. E € ABD, paBununa-
ma ¢, ||(BCD) u Ee€q,. [la ce namepu
a, N ABCD.

Onpegeaenue: crega Ha paBhuu-
Hama ¢ BBpxy cmeHa Ha mempaegbpa
we Hapuuame npeceuHuuama Ha o C
paBHunama Ha cmeHama.

Anumauyusa 2. Jlagen e mempae-

gbp ABCD. Toukama S, €BC, 0<t<1, B

kamo S;=B,S5 =C u S, onucBa om-

ceukama BC , kozamo t ce usmens om @duzypa 3. CeueHuemo Ha mempaegsb-
HyAa gO egHO. pa ABCD c paBuunama « (3agaua 2)
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Anumauyusima gemoncmpupa cevenusima f3, = ABCD¢,, 0<t<1, kbgemo paBuunama ¢,
ce onpegeass om mpume mouku A, D u S,.

3a 0< <1 ceuenuemo 5, = ABCD\a, e A AS,D , npukoemo S, =ABD, f = ACD (due. 4.)
3a npousBoano usbpanu ceuenus f, ce nocouBam caegume na @, 6vpxy (ABC) u (BCD). ITog-
uepmaba ce pakmsbm, ue Brpxpm S, e npeceuna mouka na pe6pomo BC c kossmo u ga e om mesu
caegu.

Pueypa 4. Ceuenue Ha mempaegbp ¢ paBHuHa, onpegerena om mpu mouku (anumauus 2)

Paszzaeganume 3agauu u anumauusa 2 uatocmpupam ¢pakma, ue:

(i) ceuenuemo f na mempaegbpa ¢ paBaunama o e ozpageHo om caegu Ha « BBPXy cmenu
Ha mempaegnpa;

(ii) BbpxoBeme Ha ceuenuemo [ ca npeceunu mouku Ha pb6 Ha mempaegbpa ChC CAega HA
o, a cmpaHume Ha cedyeHuemo ca omceuku, aezkauiu Ha cmeHna Ha mempaegbpa.

ITog memog nHa caregama we pasbupame Haxwur 3a nocmposBane na ceuernuemo [
¢ nomowma na (i) u (ii).

EdekmuBuocmma na mosu memog ce ocHoBaBa Ha dakma, ue ceuenuemo Ha MHO20CMEH C
paBuuna e mHozobebAHUK, npunagaekau, Ha cekywama paBuuna u umaw, 6spxo6e, koumo npunag-
Aezkam Ha pbHOOBe Ha MHOZOCMEHA.

ITsanus mekem wememe 8 ,Mamemamuka u ungpopmamuka®; ku. 1.
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